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Exercice 

1. (a) La fonction / : (x,y) 


y 

— est de classe C 2 sur 

x 


x 


et la fonction est de 


classe C 2 sur M, donc g = <p o / est de classe C 2 sur ! 
On calcule 
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2. L'équation différentielle (1) s'écrit encore sous la forme ((1 + t 2 )x')' = t, donc 

111c 


+ 


(l+t 2 )x' = ±t 2 + coùc£R.Doncx\t) = ^ + ^ 

de (1) sur IR sont de la forme x(t) — + À arctan (t) + p où (A, p) G M 2 . 


Donc les solutions 


3. (a) g vérifié l'équation (2) si et seulement si 


d 2 g , d 2 g „ /y\ y 


dx 2 dy 2 \xj x H 

en multipliant par x 2 , on obtient 




XJ x c 


y 


X 


X 


y 
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,, (y \ y 


XJ X* 


a -)P + 2v'( l )-+v"(-)=- 


XJ X 


y 


X 


X 


y 


et si on pose t — -, on obtient alors (1 + t 2 )(p"(t) + 2 tip'(t) = t. Donc ip vérifié 


x 


l'equation différentielle (1). 

(b) Daprès ce qui est précédé ip(t) = + carctan(t) et par conséquent g(x, y) = 


y 


x 


y 


<p ( — ) = h c arctan ( — 


2x 


y 


x 


y 


(c) On peut vérifier facilement que les fonctions de type (x, y) i — > — +c arctan 

2x 

où c G M sont des solutions de (2). La solution générale de (2) est donc : 

(x,y) i — » — + c arctan ( — ) 

2x \xJ 
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Problème 


l ere Partie 

Approximation par les polynômes de Lebesque 

A. Une relation entre coefficients binomiaux 

1 . Pour choisir une partie à n éléments de E U F, il y a possibilités, d'autre part 
on peut former une partie à n éléments, en choisissant p éléments de E ( p entier 
fixé entre 0 et m ) et on complète par n — p éléments de l'ensemble F. Ceci se 
traduit par l'égalité entre les cardinaux : 

n 

E pp pn—p Pn 

p = 0 


2 . (a) Pour tout a réel et tout entier naturel k, a i — > = 


a (a *- l)...(a — k + 1) 
k\ 


est une application polynomiale de degré n, et par conséquent l'application 

n 

a i — > ^2a ~ est de degré inféreieure ou égal à n, et d'après la 

p= o 

question précdente elle s'annule pour tout entier m > n. 


(b) L'application a i — > C % a — Cj’C” p étant non nulle et admettant une infinité 

p = o 

de zéros, donc elle est nulle, c'est-à-dire , pour tout a réel, on a : 


\"C p C n “ p = C 

/ j aa 
p = 0 


n 

2a 


B. Recherche d'un équivalent 


1 . Comme la suite (w n )neN est sommable, alors la série w n est absolument conver- 


7l£ N 


gente donc converge et par conséquent lim w n = 0, donc il existe n 0 G N, tel que 

^ Tl— >oo 

pour tout n > n 0 , on a 1 + w n > 0. 

D'autre part, si n > n 0 


lu a n+ i - lna n = ln(l + w n ) ~ w r 


et encore 


ln a n+ 1 — ln a r 


w r 


donc la série (ln a n+ i — ln a n ), converge absolument, donc converge et par suite 




lim ln a n = l existe, ce qui montre que la suite (a n ) n6 N converge e 1 > 0. 

n— XX) 

2 . (a) Soit u n = ln[(n + l) 7 6 n+ i] — ln [n 7 6 n ]. On a 


u r 


= ln 


= 7 ln 


= - + O [ A; ) - - + w'r, = W 


n + 1 


n 


+ ln 


Jn+l 




n 


7 T 


7 


n 
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où la suite (w" n ) ne ^ est sommable, donc la série J/ u n converge et par consé- 


raeN 


quent la suite (In (ri 7 6 n )) n6N converge, donc la suite (n 7 6 n ) n6 N converge vers 
un réel l > 0 . 

(b) D'après la question précédente, et comme b n ~ — , la série b n converge 


rO 


si et seulement si 7 > 1 . 

3. (a) Il est clair que pour tout n G N*, 


ne N 


^n +1 


1 

2 —n 


2n - 1 


n + 1 2 (n + 1 ) 


(b) On a 


Cn+l 


2n - 1 


3 . 3 1 


c n 2 (n + 1 ) 


= 1 -^( 1 --) = 1 - 7 ^ + 0 ( — ), donc d'après 


n 


2 n 


ir 


la question 2 . de cette partie, il existe C > 0 telle que c n 

c T ~ ces 


n 


C 

3/2 


ou encore 


3/2 


C. Résultat d'approximation 

1. Soit /i le rayon de convergence de cette série. On a | ( — 1 )" C ,V' 2 ~ C'-ù^ et comme 
le rayon de convergence de la série Cn //2 (— 1 ) n z n égal à 1 , alors i? = 1 . 


neN 


2. On a, pour tout \z\ < 1 et tout entier naturel n non nul, |Cy 2 (— l) n z n \ < C ^ 2 
et la série numérique X! C ,/ 2 converge, donc la série C'/ 2 f — l converge 

nGN nGN 

normalement sur le disque fermé de C, de centre O et de rayon 1. 

3. Le produit de Cauchy la série Cy 2 (— 1 ) n z n , par elle même, donne la série en- 

tière de coéfficient : 


neN 


«n = E(- 1 )’’C 2 (- 1 )”^ C »- P = (- i )“c;., 

p = o 

\2 


donc a 0 — 1, ai — —1 et a n = 0 pour tout n > 2 . Donc /(z)~ — 1 — z, pour \z\ < 1. 

4. On a pour tout x G [—1, 1], f{x) 2 = 1 — x, donc f(x) 2 est non nulle sur ] — 1, 1[ 
et par conséquent / ne s'annulle pas sur ] — 1 , 1 [. / étant continue sur ] — 1 , 1 [ et 
même sur [— 1 , 1 ] ( la convergence est uniforme sur [— 1 , 1 ] ), donc / garde le signe 
de /(O) = 1 , donc f(x) > 0 sur ] — 1 , 1 [ et par suite f(x) = \/l — x sur ] — 1, 1 [ et 
comme / est continue sur [—1, 1], alors f(x) = y/l — x pour tout x G [-1,1]. 

5. (a) On a 

1/2 ( 1/2 — 1 ) ... ( 1/2 — n + 1 ) 


C !/ 2 = 


ni 


(1 2) (1 4)...(1 — 2(n — 1)) 


ni 


(— l) n - 1 ( 2 n)! 

( 2 n - l)2 n (n\y 




2n (2n — l) 2 r 


(b) Si x G [—1, 1], alors 1 — x 2 G [—1, 1] et /(I — x 2 ) = \/l — (1 — x 2 ) = 
La suite de fonctions polynomiales (L n )n&i avec 


x . 


inW = -EC 2 (-l)‘- I (l 


x 


2 \k 


k = 0 
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n'est autre la suite de somme partielle associée à la série de fonctions 

neN 

et d'après la question 4., cette suite converge uniformément vers /( 1 — x 2 ) = 

\x\. 

2 ème Partie 


Approximation par d'autres suites de polynômes plus simples 
A. Intégrales de Wallis 

1. (a) La fonction t i — > cos" t étant continue positive et non nulle sur [0, f], donc 

son intégrale sur [0, %\ est strictement positive. 

7 T 

Il est clair que I 0 — — et I\ — 1. 

(b) Une intégration par parties donne : 


I n = [cos n 1 xsinxjj + (n — 1) / cos" “ x sirr xdx — (n — 1 )(/ n _ 2 — I n ) 

J o 

(c) En multipliant par J n _i on obtient : 

nl n ln—l {jl 1)U— lU— 2 

c'est-à-dire la suite (n/ n / n _ i) neN * est constante, donc ul n l n _ , = I\ I (] = 

2. (a) Si p G N et t G [0, |], alors cos p+1 1 < cos p t et donc I p+1 < I p . D'autre part, 

d'après la question 1. (b) de cette partie, nl n = (n — l)/ n _ 2 > (n — l)/ n _i, 
n - 1 

donc < 


n 


In— 1 


(b) D'après ce qui est précédé, lim —I— = 1, donc I n ~ J n _i et par suite de la 

n— >0 ° U-l 

7T 7 r 

relation I n I n -i = ii/ 0 = — , on déduit que il ~ — et comme I n > 0, alors 

2 n 2 n 

I n ~ x [^~ 

V 2?r 


B. Étude d'une suite de fonctions 

1. Soit n > 1. La fonction t h 


1 - (1 -f 2 ^" 


est continue sur ] 0, 1] est prolongeable 


par continuité en 0, donc intégrable sur ] 0, 1]. 

2. (a) Grâce au changement de variable t = sin x, on obtient : 

1 — 

/ (1 — t 2 ) p dt = / cos 2p t cos t dt = I 2p+1 . 


(b) Pour tout t ^ 0, on a 


0 J 0 

i - (i -t 2 y 


^n(l) = 


t 2 

1 1- (1-f 
t 2 


^(1 — t 2 ) p , donc : 


p = o 

n — 1 n— 1 

* = E / 1 1 - t2 ) r = E Vm- 

p=0 1° p= 0 
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(c) On sait que h P +i ~ sJ 4^+2 la série Yh 4^+2 diverge, donc d'après le théo- 
rème de comparaison, les sommes partielles associées sont équivalentes, 
c'est-à-dire 




n r dt 


4p + 2 2 Jq y/t 


Ona if* 


- r 4 n 

Vt , donc y n (l) ~ v/wr. 
J 0 


2 J 0 Vt L -I o v 

3. (a) On sait que I 2n = VtT fyn - 1 ) et en écrivant successivement ces relatiosn, on 


obtient : 


Donc 


I 2 .n ~ 


1.2.3... (2n — 1) 7r 
2.4... (2n) 2 


K_l, 

2 2n TT ‘‘ 


!~n~ C n 2 

(b) Comme I n ~\ alors = -I 2n ~ 


U$n = 2 2/t r 1 

2 2n 7T 7T V 4n Orn 


(c) D'après la question 5. (a) de la partie 1, on a (—1)" 1 C ”/ 2 = C 2n 2 , -r-, et 

Zj ( ZTlj J. ) 


donc 


' — i) n— X C J 


1 1 


2 n — 1 2 v /7t n 3 / 2 


et par conséquent C = — -j= 

2 y 7T 

(d) On a u n (l) = ~ 1, donc lim u n (l) = 1. 

Z n— xx) 

4. (a) Pour tout x et y de [a, 1], on peut écrire : 


, N , v, Cl [vi-(i-t 2 y 
I U n( x ) u n{y)\ ~ 22 n J 

Ainsi u n est Â'„-lipschitzienne sur [o, 1]. 

(b) Soit x G [a, 1]. On a : 


dt < 

' - a 2 2 2r 


\x - y | 


|rin(*r) l| 5; |^n(*r) rifi(l)| -|- |rt n (l) 1| 

< /ù n |x - 1| + |w n (l) - 1| 

5 + 


et comme la suite (■ u n ) ne n tend vers 1 et tend vers 0, alors 

2 n 

lim sup |u n (x) — 1| =0 

n ^°° xe[o,i] 


Donc la suite de fonctions (u n ) n > 1 converge uniformément vers 1 sur [a, 1]. 
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5. (a) La fonction t 


(1 ~t 2 ) 


alors 


1 - (1 - t 2 

7 

Pr 

Ur; 


t 2 

-dit < 


étant positive sur [0,1], donc si 0 < x < y < 1, 


1 - (1 -t 2 

7 


-, donc v n est croissante sur [0, 1] et 


comme u n = 77 v n> alors u n est aussi croissante sur [0, 1]. 

2 2n 

(b) Puisque u n est croissante, alors Vx G [0, 1], 0 < u n (x) < u n ( 1), d'autre part 
(M n (l))„>i est convergente donc bornée par une constante M > 0 et donc 

0 < u n {x) < M. 

C. D'autres suites de polynômes approchant uniformément la valeur absolue sur 


- 1 , 1 ] 

1. Si t 7^ 0, on a 
x G [0, 1] : 


(1 ~t 2 ) 


2 \n 


E <£(-«■ 


2 \k 


k = 0 


t' 2 


t 2 


C^(-l) fe_1 (t 2 ) fe_1 , d'où, pour 


k = 1 


1 - (1 -t 2 ) n 

¥ 


v n X = 


et par suite 


7 Z f*X 

m=J2 cjt-i)*- 1 / (t 2 )‘“‘ = E c îGi)‘“ 1 

k= 1 fc=l 


X 


2k— 1 


2k -1 


Pn 

U 2 n. 


Pn 

U 2n 




x 


2k— 1 


2 2r 


2 2r 


k= 1 




= -Pn(x). 


2. Soit £ > 0. Pour tout a; G [0, 1], on a |P n (a:) — x| = |x(ti n (x) — 1)| < x(M + 1), 

donc il existe a > 0 tel que 0 < x < a implique x(M + 1) < |. Sur [a, 1], la suite 
de fonctions (« n ) n6N * converge uniformément vers 1, et par conséquent la suite 
( P tl )n&i~ converge uniformément vers x \ — > x sur [a, 1], grâce à l'inégalité : 

\Pn{x) ~X\< | U n (x) - 1|. 

Donc il existe n 0 GN tel que n > n 0 implique, pour tout x G [a, 1], | P n (x) — x\ < | 
Ainsi, 

lim sup \P n (x) — x | = 0 

n— *°° cce [0,1] 

Si x G [—1, 0], alors P n (x) + x = P n (—x) — (—x) et par conséquent 

sup \P n (x) + x\ — sup \P n (t) — t\, 
æe[— 1 , 0 ] te [o,i] 

ce qui permet de dire que la convergence est uniforme sur [—1,1] de la suite 
(Pn)n&i vers la valeur absolue. 

3. On a, pour tout x de [—1, 1] : 

| Qn(x) ~ \x\\ < | Q n (x) ~ P n (x) \ + \ P n (x) ~ \x\\ 


Il suffit donc de montrer que la suite (Q n — e ^- converge uniformément vers 

0. Or 


QniT) Pni.x') 


C 

2 2n 


n 
2 n 


k = 1 


pn 

^*[(1 

22 n 


X 


2 \n 


i] 
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et donc 


| Qn(x') 

ce qui permet de conclure. 

4. Il suffit de remarquer que P n (x) - 


Pn 

U 2 n 

2 2n 


Pn 


1 

y/2n 

Pn 

b 2 n 
2 2n 


1 

y/2 n 


P n {x), que Q n (x) = -r^Qnix) et que 


C n 

2 n 
2 2n 


7 m 
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